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ΘΔΜΑ Β 

Β1.  Έρνπκε : 
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Άξα ν γεωκεηξηθόο ηόπνο ηωλ εηθόλωλ ηνπ z είλαη θύθινο κε θέληξν Κ(0,0) 

θαη αθηίλα ξ=2. 

Β2.  α) Οη z1 θαη z2 αλήθνπλ ζηνλ θύθιν ηνπ Β1 εξωηήκαηνο άξα ηζρύεη: 

2

1 1 1 1 1
1

2

2 2 2 2 2
2

4
4 4

4
4 4

2

2

z z z z
z

z z z z
z

z

z

     

     




 



 

2 

 

Οπόηε: 
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Β3.   
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Οπόηε ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο. 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.  Η f είλαη παξαγωγίζηκε ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε 
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Αιιά 
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( )
2

e
f A , νπόηε ε (1) έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα. Δπεηδή 

f   ε ξίδα ζα είλαη κνλαδηθή. 

 

Γ3. Έζηω ε ζπλάξηεζε  
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Δπνκέλωο ε πξνο απόδεημε ζρέζε γίλεηαη: 
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f t dt

DL H

f t dt f t dt

f t dt

x x x

x x

x x

x
e f x x f x

f x

e f x e f x f x

f x f x

f xf x

e f x
f x f

f x




  

 

 

  

 

 

  
   
     

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

    

   
  

 
 

 
  


  

 
 

 
     

2

0

2

2

00
lim ln 0 0 0lim

x
f t dt

xx

x

e f x
f x f x

f x  

 
 
 
 
 



 
     



 

δηόηη 
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 

 
 

 

 
 

 

2

0

2

0
2

0

0

0 0
0

1

1 1

0
lim

0

x
f t dt f t dt

x

e f x

f x

e f

f

 
 
 
 
 

  
   





 



 

θαη 

       
( )

'0
0

0 0 0

ln
1

lim ln lim ln lim
u f x

DL Hx
u

x u u

u

u

f x f x u u





 




    
     

 
2

0 0

1

0
1

lim lim
u u

u u

u

  
   


 

 

Γ4. Έζηω ε ζπλάξηεζε: 

       
2

2 2

0 0
2 1 3 3 8 3( )

x x
x f t dt x f t dth x

   
  
  

        

 h ζπλερήο ζην [2,3] ωο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

    
2

2

0
2 83h f t dt   

    
1

2

0
3 1 3h f t dt    

Αιιά από Γ2 εξώηεκα έρνπκε   0f x x   γηα θάζε x 0,


  θαη από 

Γ3 εξώηεκα έρνπκε    0f x   γηα θάζε x>0 (νπόηε   0f x  γηα θάζε 0x  . 

Tν «ηζνλ» ηζρύεη γηα x=0). 

Γειαδή ζην 0,2 0, 
  

   ηζρύεη: 

     2 2 2 2 0t t tf t f t f t       

θαη ε     2 2
1 xh tf t   δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην 0,2 

 
, νπόηε: 
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    

   

   

2 2 2

2
3

0

2 2 2
2

0 0 0

2 2
2 2

0 0

2
2

0

0 0

8
0 0

3 3

8 0 2 03

f t t

t

h

dt f t dt t dt

f t dt f t dt

f t dt

 
 
  

     

     

   

  

 



 

 

Σην 0,1 0, 
  

   ηζρύεη: 

     
2

2 22 2 0
u t

u t tf u f t f t


      

θαη ε     2 2
2 xh tf t   δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην 0,1 

 
, νπόηε: 

    2 22 2
1 1 1

0 0 0
0 0f t t dt f t dt t dt         

   

     2 2

1
31 1

2 2

0 0
0

1 1

0 0
0

1
0 0

3 3

1 0 1 3 03 3

t
f t dt f t dt

hf t dt f t dt

 
 
  

  

      

   

 

 

 

 

Τειηθά έρνπκε     02 3h h   ,δειαδή ζην δηάζηεκα 2,3 
 

 ηζρύνπλ γηα ηελ 

h νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θεωξήκαηνο Bolzano. Άξα ε εμίζωζε 

       

 
 

 

 

2
2 2

0 0

2
2 2

0 0
0

1 3 8 3
0

3 2

( ) 0

2 1 3 3 8 3

x x

x x

f t dt f t dt

x x

h x

x f t dt x f t dt



   
       

 

 
 

 

 

    

 

   

έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (2,3). 

 


