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1 Επιμέλεια : Μπέης Γιάννης 

 

 ΘΕΜΑ  Α 

Α1. Απόδειξη Σχολικού βιβλίου, Σελ 334 
Α2. Θεωρία σχολικούν βιβλίου, Σελ 246 
Α3. Θεωρία Σχολικού Βιβλίου, Σελ 222 
Α4.   

α)  β)  γ)  δ)  ε)  
Λ Σ Σ Λ Σ 

 

ΘΕΜΑ  Β 

Β1.  Είναι ( 2)( 2) 2 2z z z− − + − = ( 2)( 2) 2 2z z z⇔ − − + − =
22 2 2z z⇔ − + − =

22 2 2 0z z⇔ − + − − = , θέτουμε 2z t− =  οπότε προκύπτει το τριώνυμο 2 2 0t t+ − = με 

διακρίνουσα 9  και ρίζες 1t =  ή 2t = − , οπότε 2 1z − =  ( δεκτή ) ή 2 2z − = −  ( απορ ) γιατί 

έχουμε μέτρο μιγαδικού . Επομένως ο γεωμετρικός τόπος  είναι κύκλος κέντρου (2,0)Κ , ακτίνας 

1ρ =  . 

Επίσης είναι : ( 2) 2 2 2 1 2 3 3z z z z= − + ≤ − + ≤ + = ⇔ ≤  

Β2. Θεωρούμε τους μιγαδικούς 1z , 2z  οι οποίοι θα είναι της μορφής 1z iκ λ= +  και 2z iκ λ= −  για 

τί είναι συζυγείς . Και οι δυο ανήκουν στον παραπάνω κύκλο οπότε θα ισχύει : 1 2 1z − =

2 1iκ λ⇔ + − = ( 2) 1iκ λ⇔ − + =  2 2( 2) 1κ λ⇔ − + = 2 2( 2) 1κ λ⇔ − + =  (1)  

Δίνεται επίσης ότι : 1 2Im( ) Im( ) 2z z− =  ( ) 2λ λ⇔ − − =  2 2λ⇔ =  1λ⇔ =  δηλαδή 

1λ = ± .  Η (1)  γίνεται : 2( 2) 1 1κ − + = 2( 2) 0κ⇔ − = 2κ⇔ =  και οι μιγαδικοί είναι πλεόν 

της μορφής  1 2z i= +   και 2 2z i= −  

Από τύπους του Vieta έχουμε : 1 2z z β
α

+ = −  
1

2 2i i β
= −⇔ + + −  

1
4 β
= −⇔  4β⇔ = −  

Και 1 2z z γ
α

⋅ =  (2 )(2 )
1

i i γ⇔ + − =  5γ⇔ =  . (θα μπορούσε να λυθεί και με αντικατάσταση 

ενός εκ των δυο μιγαδικών στην εξίσωση ) 
 

Β3.  3 2
2 1 0 0ν α ν α ν α+ + + =  3 2

2 1 0( )ν α ν α ν α= −⇔ + +  3 2
2 1 0( )ν α ν α ν α⇔ = − + +  

3 2
2 1 0ν α ν α ν α⇔ ≤ + +  ( από τριγωνική ανισότητα ) 

ΦΡ
ΟΝ
ΤΙΣ
ΤΗ
ΡΙ
Ο "Τ

ΕΧ
ΝΙ
ΚΟ

"



Πανελλήνιες Εξετάσεις 2013  Απαντήσεις
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3 2
2 1 0ν α ν α ν α⇔ ≤ + +

2 1 0
3 2

3

3 3 3
α α α

ν ν ν

= = =

⇔ ≤ + + (1) . 

Ισχύει : 
3 3 21 3 3 3ν ν ν ν− ≤ + +  

3 21 3 3 3ν ν ν⇔ − + +  
3 21 3( 1)ν ν ν⇔ − + +  

3

2

1
1

3ν

ν ν

−

+ +
⇔ 

2

2

( 1)( 1)
1

3ν ν ν

ν ν

− + +

+ +
⇔   1 3ν⇔ −   4ν⇔   . 

 ΘΕΜΑ  Γ 

Γ1. Η δοθείσα σχέση γράφεται : ( ( ) )( ( ) ) 'f x x f x x x+ + =  , θέτουμε ( ) ( )x f x xϕ = +  και η 

προηγούμενη σχέση γίνεται : ( ) '( )x x xϕ ϕ⋅ =  
2 2' '
( )
2 2

x xϕ   
      
   

⇔ = και επειδή η ( )xϕ  συνεχής 

ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων θα είναι : 
2 2( )
2 2

cx xϕ
+= , για 0x =  έχουμε : 

2 20(0)
2 2

cϕ
+=  

2 20( (0) 0)
2 2

cf
+

+⇔ =  
2 2(0) 1

(1 0) 0
2 2

f
c

=
+⇔ = +  

1
2

c⇔ = , συνεπώς 

2 2( ) 1
2 2 2

x xϕ = +  2 2( ) 1x xϕ⇔ = +  ή 2 2( ( ) ) 1f x x x⇔ + = +  2( ) 1f x x x⇔ + = ± +  

2

2

( ) 1

( ) 1

f x x x

f x x x





= + −

= − + −
 επειδή η f  συνεχής και δεν μηδενίζεται θα διατηρεί σταθερό πρόσημο 

.Επίσης   (1) 1f =  και ως εκ τούτου θα είναι ( ) 0f x  , οπότε 2( ) 1f x x x= + −  

Γ2. Η f  συνεχής και παραγωγίσιμη με ( )2 '
'( ) 1f x x x= + − ( )2 '

1 ( ) 'x x= + −  

2
2

1 ( 1) ' 1
2 1

x
x

= + −
+ 2

2 1
2 1

x
x

= −
+ 2

1
1

x
x

= −
+

 
2

2

1
1

x x
x

− +=
+

 0  γιατί 2 1x x+   , 

οπότε '( ) 0f x  , δηλαδή η f  γνησίως φθίνουσα, άρα ως γνησίως μονότονη θα είναι και ‘’1-1’’, 

επομένως  : ( )( ) 1f g x =  ( )( ) (0)f g x f⇔ =  
:1 1

( ) 0
f

g x
−

⇔ =  
2

3 3 1 0
2
xx⇔ + − =  

3 22 3 2 0x x⇔ + − =  . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 3 2( ) 2 3 2h x x x= + − , x R∈  , ( )h x  παραγωγίσιμη με 
2'( ) 6 6h x x x= +  . 

Πρόσημο της ( )h x  

ΦΡ
ΟΝ
ΤΙΣ
ΤΗ
ΡΙ
Ο "Τ

ΕΧ
ΝΙ
ΚΟ

"



Πανελλήνιες Εξετάσεις 2013  Απαντήσεις
 

3 Επιμέλεια : Μπέης Γιάννης 

 

'( ) 0h x = 2 06 6x x =⇔ +  0x⇔ =  ή 1x = −  . 

x     -∞       -1           0           +∞ 
h’         +      o     -    o     + 
h 
 

 Θεωρούμε το διάστημα (1 , 1Α = −∞ −  

Η h  συνεχής σε αυτό και γνησίως αύξουσα, επομένως ( ) (1 lim ( ), ( 1)
x

h h x h
→−∞




Α = −

( , 1= −∞ −  γιατί : 3 2lim ( ) lim (2 3 2)
x x

h x x x
→−∞ →−∞

= + − = 3lim 2
x

x
→−∞

 = −∞  ενώ ( 1) 1h − = −  

 Θεωρούμε το διάστημα 2 1,0  Α = −  

Η h  συνεχής στο διάστημα αυτό και γνησίως φθίνουσα, οπότε 2( ) (0), ( 1)h h h  Α = −  

2, 1  = − −  

 Θεωρούμε το διάστημα )0, +∞  

Η  h  συνεχής στο διάστημα αυτό και γνησίως αύξουσα, οπότε )3( ) (0), lim ( )
x

h h h x
→+∞




Α =

)2,= − +∞  

Παρατηρούμε ότι 30 ( )h∈ Α  ( μόνο ) συνεπώς υπάρχει ένα τουλάχιστον )0 0,x ∈ +∞  

τέτοιο ώστε 0( ) 0h x =  και λόγω μονοτονίας θα είναι μοναδικό. Γενικά η ( ) 0h x =  έχει 

μοναδική ρίζα , την )0 0,x ∈ +∞  

Γ3. Θεωρούμε συνάρτηση 
0

4

( ) ( )
4

x

x f t dt f x x
π

πϕ εϕ
−

 
 
 

= − − ⋅∫ για την οποία ισχύουν :  

Η f  συνεχής στο R  και η 
4

x π−  συνεχής και παραγωγίσιμη στο R  , άρα η 
0

4

( )
x

f t dt
π−
∫  

παραγωγίσιμη και η ϕ  συνεχής στο 0, 4
π 

 
 

 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων . Είναι :  

 
0 0

4 4

( ) 0 ( ) 0
4

(0) f t dt f f t dth
π π

π εϕ
− −

 − − ⋅ = 
 

= ∫ ∫   ( είναι ( ) 0f x   
0

4

( ) 0f t dt
π−

⇒ ∫   ) 

 ( )( ) 0 0 1 1 1 0
4 4

h fπ πεϕ= − ⋅ = − ⋅ = −  , άρα από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 0 0,
4

x π 
 
 

∈ , τέτοιο ώστε : 0( ) 0h x =   
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ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1.  Από ορισμό παραγώγου έχουμε : 
0

(1 ) (1)'(1) lim
h

f h ff
h→

+ −=   

Δίνεται ότι 
0

(1 5 ) (1 )lim 0
h

f h f h
h→

+ − − =  
0

(1 5 ) (1) (1 ) (1)lim 0
h

f h f f h f
h→

+ − − − +⇒ =  

0
(1 5 ) (1) (1 ) (1)lim 0

→

 
 
 

+ − − −⇒ − =
h

f h f f h f
h h

 

0 0
(1 5 ) (1) (1 ( )) (1)5lim lim 0

5→ →

+ − + − −⇒ − =
−h h

f h f f h f
h h

0 0

5 , 0

, 0

(1 5 ) (1) (1 ( )) (1)5lim lim 0
5→ →

= →

− = →

+ − + − −⇒ − =
−h h

h t t

h y y

f h f f h f
h h

5 '(1) ( '(1)) 0f f⇒ − − =  

6 '(1) 0f⇒ =  . 

Για 
'

1 '( ) '(1)
f

x f x f⇒


  '( ) 0f x⇒  ⇒ f  γνησίως αύξουσα 

Για  
'

0 1 '( ) '(1)
f

x f x f⇒


    '( ) 0f x⇒   f⇒  γνησίως φθίνουσα, ενώ για 1x =  ισχύει : 

'(1) 0f = , άρα η f  παρουσιάζει ελάχιστο (ολικό) στο 0 1x =  . 

 

Δ2. Η συνάρτηση 
( ) 1

1
f t
t

−
−

 είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, οπότε η ( )g x  

παραγωγίσιμη με 
( ) 1'( )

1
f xg x

x
−=

−
, 1x  . Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0 1x = , συνεπώς 

( ) (1)f x f≥  ή ( ) 1f x ≥ , άρα '( ) 0g x ≥ .  Το ‘’ = ’’ ισχύει αν 1x = , άρα για 1x   '( ) 0g x⇒ 

και g  γνησίως αύξουσα. Έχουμε  
2 4

2 4

8 6 2 6

8 5 2 5

( ) ( )
x x

x x

g u du g u du
+ +

+ +
∫ ∫  (1) . Ορίζουμε 

1

( ) ( )
x

x
G x g u du

+

= ∫
, (1, )x∈ +∞  

Θα είναι : 
1

( ) ( ) ( )
x

x
G x g u du g u du

α

α

+

= +∫ ∫  
1

( ) ( )
x x

g u du g u du
α α

+

= − +∫ ∫ , οπότε 

'( ) ( 1) ( )G x g x g x= + − 0  γιατί : 1x x+ ( ) ( 1)g x g x⇒ +  εφ’ ‘οσον g  γνησίως αύξουσα. 

Άρα G  γνησίως αύξουσα και η (1)  γράφεται : 2 4(8 5) (2 5)G x G x+ +

2 48 5 2 5
G

x x⇒ + +



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2 48 2 0x x−⇒   2 22 (4 ) 0x x⇒ −   24 0x⇒ −  2 2x⇒−    (2) , αλλά επειδή 1x   

από (2)  παίρνουμε ότι (1,2)x∈  

Δ3. Έχουμε 
( ) 1'( )

1
f xg x

x
−=

−
 με την '( )g x  παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων με 

2

'( )( 1) ( ) 1''( )
( 1)

f x x f xg x
x
− − +=
−

 (3)  

Με θεώρημα Μέσης Τιμής για την f ( ισχύουν όλες οι προυποθέσεις ) στο 1, x    θα έχουμε : 

υπάρχει (1, )xξ ∈  τέτοιο ώστε : 
( ) (1)'( )

1
f x ff

x
ξ −=

−
 

( ) 1
1

f x
x

−=
−

 ( ) 1 ( 1) '( )f x x f ξ⇔ − = − , 

οπότε η (3)  γίνεται 2

'( )( 1) ( 1) '( )''( )
( 1)

f x x x fg x
x

ξ− − −=
−

 2

( 1) '( ) '( )
( 1)

x f x f
x

ξ  − −
=

−

'( ) '( )
1

f x f
x

ξ−=
−

0  γιατί xξ 
'

'( ) '( )
f

f f xξ⇔


 , άρα g   κυρτή στο (1, )+∞  

Η εξίσωση εφαπτομένης της g  στο σημείο ( , ( ))gα αΜ  θα είναι : ( ) '( )( )y g g xα α α− = −

( ) 1( ) ( )
1

fy g xαα α
α

⇔
−− = −

−

( ) 0
( ) 1( )

1

g
fy x

α
α α
α

=
⇔

−= −
−

. Επειδή η g  κυρτή η εφαπτομένη 

της θα βρίσκεται κάτω από την gC , δηλαδή ( )g x y≥  με την ισότητα να ισχύει για x α= . 
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