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ΘΕΜΑ Β 

 

Β1.      2 2
z 1 z 1 4 z 1 z 1 z 1 z 1 4 z z z z 1 z z z z 1 4                       

      2 z z 2 z z 1 z 1         ή 2 2x y 1  . Ο γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου Ο(0,0), 

ακτίνας ρ=1. 

Β2. Υπολογίζουμε πρώτα την παράσταση:  
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 Αρκεί να υπολογίσουμε την παράσταση 1 2 2 1z z z z   . Από τη σχέση 1 2z z 2  , έχουμε: 

   
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1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z 2 z z z z 2 z z z z z z z z 2                 
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    Η σχέση 1 λόγω της 2 γίνεται: 
2 2

1 2 1 2 1 2z z 2 0 z z 2 z z 2          

Β3.   
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         . Ο γεωμετρικός τόπος είναι έλλειψη με: 
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  


  
. Επίσης, 2 2 5     . Εστίες έχει στον άξονα x’x τα σημεία ( 5,0)  και 

'( 5,0)  . 

 

 



 

 

 



 

Επομένως: 1 z w 4   . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Η f  παραγωγίσιμη στο  0,   με     f'(x)= x-1 ' lnx+ x-1 lnx '=
1

lnx+1-
x

. Η f'(x)=0  έχει 

προφανή ρίζα τηνx=1 , δηλαδή f'(1)=0 . Η f'  παραγωγίσιμη στο  0,  με 2

1 1
f''(x)= + 0

x x
, γιατί 

  x 0,+  . Άρα f'  γνησίως αύξουσα στο  0,  

 Αν 0 x 1

 



f ' .

f'(x) f'(1) f'(x) 0 . Συνεπώς η f  είναι γνησίως φρίθίνουσα στο 

 0,1  

 Αν  1x

 



f ' .

f'(x) f'(1) f'(x) 0 . Άρα η f  γνησίως αύξουσα στο  1,  

Δηλαδή :   

x  0                              1                        
f'(x)  - + 

f(x)    
                                          

 

Θεωρούμε   1 0,1  και   2 1,  

 Στο 1  η f  συνεχής και γνησίως φθίνουσα οπότε :    1f( ) 1,  γιατί :  

 f(1) 1 και  

 
  

     
x 0 x 0
lim f(x) lim (x 1)lnx 1  

 Στο 2  συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε    2f( ) 1,  γιατί : 

 f(1) 1 και  

 
 

     
x x
lim f(x) lim (x 1)lnx 1  

Συμπερασματικά το Σύνολο Τιμών είναι το :     1 2f( ) f( ) f( )   1,  

 

Γ2.  x 1 2013x e . Η δοθείσα εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  x 1 2013lnx lne   (x 1)lnx 2013

    (x 1)lnx 1 2013 1 f(x) 2012   (1) 

 Επειδή   12012 f( )    1,  για την (1) θα υπάρχει ένας αριθμός 1x   0,1  τέτοιος 

ώστε : 1f(x ) 2012   (2). Ο αριθμός (ρίζα) θα είναι μοναδικός γιατί η f γνησίως φθίνουσα στο 

παραπάνω διάστημα και μάλιστα θα είναι 1x 0 . 



 Επίσης  22012 f( )   1,  οπότε για την (1) θα υπάρχει 2x  1,  τέτοιος ώστε 

2f(x ) 2012  (3). Η ρίζα θα είναι μοναδική γιατί f  γνησίως αύξουσα στο  1,  και μάλιστα 

θα είναι 2x 0 . Και στις δυο περιπτώσεις θα είναι 1 2x ,x 1 γιατί  f(1) 1 2012 . Άρα 

συνολικά η (1) έχει δυο ακριβώς θετικές ρίζες. 

 

Γ3. Θεωρούμε τη συνάρτηση : h(x)= f'(x)+ f(x)-2012 . Για την h  ισχύουν : 

 Η h  συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων στο  1 2x ,x 0, 
 

   

 1 1 1 1

(2)

h(x )= f'(x )+ f(x )-2012 f'(x ) 0  

 2 2 2 2

(3)

h(x )= f'(x )+ f(x )-2012 f'(x ) 0  

Αρα 1 2h(x ) h(x ) 0 , οπότε ικανοποιούνται οι προυποθέσεις του Θ. Bolzano επομένως υπάρχει 

ένα τουλάχιστον  10 2x x ,x  τέτοιο ώστε 0h(x ) 0 , δηλαδή 0 0f'(x )+ f(x ) 2012  

 

Γ4. Υπολογίζουμε τις ρίζες της g(x)=0 f(x)+1=0  x-1 lnx-1+1=0  x-1 lnx=0 x=1  

ρίζα. Επίσης g(x) 0 , για κάθε x 1,e    οπότε  
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Η σχέση 

2x -x+1 2

1

x-x
f(t)dt

e
  γίνεται : 

2x -x+1 2

1

x-x
f(t)dt 0

e
   

 Η 
2x-x

e
 παραγωγίσιμη στο  0,  ως πολυωνυμική 

 Η f  συνεχής στο  0,  άρα η 

2x -x+1

1

f(t)dt  παραγωγίσιμη στο  0,  

 Η 2x -x+1παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική. 

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 

2x -x+1 2

1

x-x
g(x)= f(t)dt-

e . Είναι : 
g(x) 0

g(x) g(1)
g(1)=0






  . Συνεπως η g  

παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 0x 1 . Από Θ. Fermat και επειδή g  παραγωγίσιμη θα ισχύει : 



g'(1)=0  (1). Είναι 

2
' 'x -x+1 2

1

x-x
g'(x)= f(t)dt -

e

   
        


2 2 1-2x
= f(x -x+1)(x -x+1)' -

e

2 1-2x
= f(x -x+1)(2x 1)-

e
 . Από (1) : g'(1)=0 2 1-2

f(1 -1+1)(2 1 1)- 0
e

   

1 1
f(1) 0 f(1)

e e
     . Η f(x) 0  και συνεχής , οπότε θα διατηρεί σταθερό πρόσημο και επειδή 

1
f(1) 0

e
 , θα είναι f(x) 0  (2) στο  0, . Η σχέση 

x

1

lnt- t
lnx-x = - dt+e f(x)

f(t)

 
 
 
 

  λόγω της (2) 

γίνεται : 
x

1

lnt- t
lnx-x = dt+e f(x)

f(t)

 
 
 
 


x

1

lnx-x lnt- t
= dt+e

f(x) f(t)

 
 
 
 

 
x

1

''
lnx- x

f(x)

lnt- t
= dt+e

f(t)

  
       

 

'
lnx-x lnx-x

=
f(x) f(x)

 
 
 

  (3). Σύμφωνα με την εφαρμογή της σελίδας 252 του σχολικού βιβλίου αν 

f(x)= f'(x)  τότε ισχύει xf(x)=ce . Επομένως η (3) γίνεται : xlnx-x
=ce

f(x)
xlnx-x=ce f(x)

-xf(x)=ce (lnx-x) . Για x 1 : -1f(1)=ce (ln1-1)
1 1
- =c (-1)
e e

 c=1 . Συνεπως 

-xf(x)=e (lnx-x), x (0,+ )  . 

 

Δ2. Επειδή 
+ + xx 0 x 0

lnx-x
limf(x)= lim =-

e 
 , θεωρούμε 

1
=u

f(x)
 οπότε αν 

+x 0
limf(x)= -


 , τότε 
+x 0

1
lim =0

f(x)
, 

δηλαδή u 0  

+

2

x 0

1
lim (f(x)) - f(x)

f(x)




 
 
 

2u 0

1 1
lim u-

uu




 
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 

 2u 0

u-u
= lim

u




 
 
 

0

0

=

D.L.H

 
 
 

u 0

u-1
= lim

2u




 
 
  u 0

1 u-1
= lim
2 u




 
 
 

1
= 0 0
2
   

 

Δ3. Η F  παραγωγίσιμη στο (0,+ )  με F'(x)= f(x)  και F'  παραγωγίσιμη με F''(x)= f'(x)

-x 1
-e (lnx-x+1- )

x
  οπότε F''(x) 0  γιατί :  

 -x-e 0  

 lnx-x+1 0  από Δ2 ερώτημα  

 
1

0
x

 . Αρα  F  κυρτή . Για κάθε x 0  έχουμε F(x)+F(3x) 2F(2x)

F(3x) F(2x) F(2x) F(x)  
F(3x) F(2x) F(2x) F(x)

3x-2x 2x-x
 

  (4). Οπότε αρκεί να αποδείξουμε 

την (4). 

Για την F  ισχύουν οι προυποθέσεις του Θ.Μ.Τ στα x,2x    και 2x,3x    γιατί είναι συνεχής στα 

παραπάνω διαστήματα και παραγωγίσιμη στα  x,2x  και  2x,3x , οπότε : 



 Υπάρχει  1 x,2x   τέτοιο ώστε : 1
F(2x) F(x)

F'( )
2x-x




  

 Υπάρχει  2 2x,3x   τέτοιο ώστε : 2
F(3x) F(2x)

F'( )
3x-2x




  

Είναι 1 2 

F' . 

 1 2F'( ) F'( ) 
F(3x) F(2x) F(2x) F(x)
3x-2x 2x-x
 

  που αποτελεί και την 

ζητούμενη σχέση (4) 

 

Δ4. Θεωρούμε την συνάρτηση (x)=F( )+F(3 )-2F(2x)    για την οποία ισχύουν :  

   συνεχής στο ,2     με : 

 (2 )=F( )+F(3 )-2F(2 )     0  από Δ3. ερώτημα  

 ( )=F( )+F(3 )-2F( )     F(3 )-F( )  0  γιατί '(x)=-2F'(x)=-2f(x) 0  από Δ1. ερώτημα 

επομένως   γνησίως αύξουσα στο  0,  και κατα συνέπεια F  γνησίως φθίνουσα στο 

 0,  και επειδή 3   θα ισχύει : F( ) F(3 )   

Ισχύουν οι προυποθέσεις του Θ. Bolzano επομένως υπάρχει ένα τουλάχιστον   ,2    

τέτοιο ώστε : ( ) 0   F( )+F(3 )=2F( )    και επειδή η   γνησίως φθίνουσα στο  0,  

το   που βρήκαμε είναι μοναδικό. 


